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ニ (Xl，X2，・ ，xnf (XkモC)
Xn 
のように複素数をη個並べて表す.Tは転置操作を表す.自然数 η をV(η，C)の次元という.ケッ




k個のベクトルの組 {IX1)ヲ ヲ|ね)}が与えられたときLCiI町)= 0の解が Cl= C2 = .. = 
Ck = 0しかないとき， {IXl)γ・.，IXk)}は線型独立，それ以外のときは線型従属という.ゼロベク










， ， ， ， ，










Cn ~こおいて η個の線型独立なベクトノレ {I町)}が与えられると，任意の Ix) ε Cn は Ix) = L~=l XiIVi)， 
XiεCと表される.{Xi}をIx)の成分という.また {I叫)}をCnの基底，各|町)を基底ベクトル
という.





































(α1=(α1， . . . ，αη)う αiE C (2) 
で表される.ブラ (α|とケット Ix)の内積を





f(lx)) = f(2: xil叫))=乞ば(I叫))=乞α山
となり，fが(α|と1 1に対応していることが分かる.
プラベクトルの集合
Cn* = {(α1=(α1ヲ・ヲαπ)IαtεC} (4) 
はそれ自身ベクトル空間の公理を満たす.これを双対ベクトル空間という.
ケット Ix)εCnが与えられたとき，それから自然にブラベクトル
Ix)片付1=(バヲ・・・，X~) εcm ， (5) 







(XIC1υ1 + C2Y2) 
(C1X1十C2X21ν)
C1 (XIYl) + c2(xIY2)， 
C;: (xIIY) + C;(X21ν) . 
2.2 正規直交基底，完全性関係，射影演算子
基底の中でも特に便利なものは正規直交基底{I匂)}である.これは









Ix) =乞?=1241ez)と(勺|の内積をとると (ejlx)= LXi(勺|向)= LXiか二 Xj→Xj二(勺IX)
i=l i=l 
となり，成分科が得られる これを Ix)に代入すると Ix)=乞(仰)lei) =乞le州市)が得ら
i=l i=l 
れる • Ix)は任意であるので完全性関係














? ?、 、 ， ， ，? ?
や
|→)=方C)，I←)=方 J1
などである.σzlO)= 10)，σz11) = -11)，σxl→) = 1→) ，の|←)=-1←)である.
cnのケットとブラの積 Ix)(ν|はη ×η行列となる.特に重要な行列に
Pk三 lek)(ekl (11) 
がある.これを lek) 方向の射影演算子という • Pkは |υ)をlek)の方向に射影する.したがって
(Iv)一九|り))J.-lek).実際，(ekl(lv)一九|υ)= (eklv) -(eklek)(eklv) = O.射影演算子は以下の
関係、を満たす:
(i) Pf =凡
(i) Pk乃=0 (k=lj) 





le1) =主(~ )， 1匂)=主(~ ) v2 ¥ i J' ，-， v2 ¥ 1 J 
を考える.それぞれの射影演算子は





射影演算子の応用として Gram-Schmidt の直交化を考える • ([nにおいて，任意のk個(k三n)
の線型独立なベクトル{I町)}が与えられたとき，これから正規直交系 {Ieu}を構成しよう.まず
lel) = 1町 )/IIVl)1
とする.次に12)= IV2) -le1) (e1Iv2)とおくと，これは明らかにle1)と直交する;(ellh) = (elv2)-
(ellel)(ellv2) = o.したがってこれを規格化して











IVl) = ( : ) ，I句)= (~) 
le1) =出~-古川




|り1)ニ (1，i， l)T， Ivu = (3，1， if . 
2.3 線型演算子と行列表示，エルミート共役，エルミート行夢1 ，ユニタリ一行列
写像A:cn→([nが任意の Ix)，ly)ε([n，CkεCにたいし
A(C1Ix) + c2Iy)) = cIAlx) + c2Aly) (15) 
703 
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を満たすとき Aを線型演算子という 3正規直交系 {Iek)}をとり Iv)= L:Z=l vklek)εcnを任
意のベクトルとすると，線形性からAlv)= Lk vkAlek) となる • Alek)εcnであるからAlek)二
ε~=1 lei)Aikと展開できる.これといjlの内積をとると Ajk= (勺IAI匂)が得られる.これを与
えられた基底に対する A の行列要素という • Aijは基底の選び方に依存する.A = (Aij)を与えら
れた基底に対する Aの行列表示という.このとき完全性関係から







(uIAlv) = (υIA↑lu)* Vlu)，lυ)εcn (17) 
で定義する.ここに本は複素共役.
定義から(勺IAlek)= (eklA↑|勺)*であるから (A↑)jk= Akj'同様にケット Ix)にたいし Ix)↑=




{Iei) }を cnの正規直交基底とする.行列U:Cn→Cnが utu= uu↑= Inを満たすと
すると l!k)= Ulek)も正規直交基底である.実際(んl!k)= (勺IUtUlek)= (ejlek) = djk.また
det UtU = det U↑det U = 1 detU 12ニ1から 1det UI = 1が得られる.
定義 2.3線型写像U:Cn→CnがU↑=U-1を満たすとき Uをユニタリ一行列という.特に
det U = 1であればUは特殊ユニタリ一行列という.
ユニタリ一行列の集合 U(η)= {UεM(η，C)I U↑ニ U-1} は行列の積に関し群となる.こ
れをユニタリ一群という.また特殊ユニタリ一行列の集合 SU(η)= {U E U(η)1 det U = 1} 
を特殊ユニタリ一群という.同様に実行列の集合 O(n)= {Oι M(η，Ia)IOT = O}を直交群，
SO(η)={OEO(η)1 det 0 = 1}を特殊直交群という.
問 2.4U(η)，SU(η)，O(η)， SO(η)は実際群となることを示せ.
















D(入)三det(A一入1)= 0 (19) 





(一入)n+ trA(一入)(n-1)+ . . . + det A， (20) 
となる.ここで trA， = LiんおよびdetA = TIiんを用いた.
定理 2.1エルミート行列の固有値はすべて実数である.また，相異なる固有値に属する固有ベク
トルは直交する.
証明 :Aはエルミート行列で A¥v)=入¥V)とする.エルミート共役をとるとい¥A= '¥*(V¥.前者に
左からい|を，後者に右から|りをかけると (v¥A¥v)=入(υ|υi=入*(V¥υ)，となり入=，¥*が得られる.
次にA¥u)=μ¥u) (μ チ入)とする.μεRから (u¥A=μ(u¥である.したがってい¥Aいi=入(叫V)






伊IJ2.3 Pauli 1-T~IJ ????
? ? ? ??
?







はエルミートである.固有値方程式det(σν 一入1)=入2-1=0うから，固有値入1= 1とん=-1. 
固有ベクトルは
σν|入1)= 1入1)， σν|入2)= -1入2)
を満たす. したがって，規格化された固有ベクトルは
1 I 1 ¥ 1 I
|入1)二一万 I ~ I 1入2)ニセ I ~ I 




UIσ引 U= I - I 
¥ 0入2 J 
を求めよう.直ちに分かるように
u = (1入1)品))=主(~ ~ ) 
v'2 ¥ 1 i 



























An =玄入れん)(入i1 (23) 
が成り立つ.さらに A-1が存在すれば，この公式はηεZに拡張される.
証明:数学的帰納法で証明しよう .η =1は自明である.Akl入i)=入flん)=入flん)が η=k三2








eiαn・σニ cosαh+ i(n.σ) sinα. (24) 
証明まずσπ 三 n.σのスベクトル分解を行う.固有値と規格化された固有ベクトルは













etαn・σ = etα|入1)(入1+ e-tα|入2)(入21
etα ( 1-ηz ηz一向¥I e-tα ( 1 + nz -nx + iny ¥ 
2 ¥ nx十iny 1 +ηz J' 2 ¥ -nx -iny 1ー ηz ) 
cos αh十i(n・σ)sinα. 
E 

































? ?? ??? (25) 
で表すことにしよう. (σzl↑) = 1↑) ，の|↓)=-1↓)を確かめよ.)量子情報では 10)= 1↑)および




trσk = 0， σ;=σk (26) 
を満たす.I=σoと定義することもある.]を含めることにより印(2)代数はu(2)に拡張される.
反交換関係





























? ?? ???? (30) 




































問 2.8f: C →Cを関数とし，伐 E]R3を単位ベクトル， αを実数とする.このとき









/αllB，α12B，... ，αlnB ¥ 
























? ? ? ? ?
??。
( 1， (ijk) = (123)， (312)， (231) 





















、 、 、 、
?? ? ???
? ? ? ? ?
? ??
間 2.9A，Bは定義2.4のようであるとし， CをnXr行列，DをqX S行列とする.このとき
(A 0 B) . (C 0 D) = (AC) 0 (BD) (34) 
を示せ.ただし左辺の積.は通常の行列の積である.
したがって
(A 0 B)(Ju) 0Jり))= (AJu)) 0 (BJv)) 
が成り立つ.同様に各行列の次数がマッチして積がうまく定義されれば
(35) 




(A 0 B)t 
(A 0 B)-l 
A0B+A0C 
At0B↑ 






tr (A 0 B) 
det(A 0 B) 
(tr A)(tr B) 






問 2.12(1) Jα)， Jb)， Jc)， Jd)εcnのとき (Jα)(bJ)0 (Jc)(dJ) = (Jα) o Jc))((bJ0 (dJ)を示せ.
(2) Pi = Ji)(iJと乃=Jj)(jJは射影演算子とする.このとき Pi0 Pj = Jij)(ijJを示せ.ただし




IUl)，..，IUm)， Bの固有値，固有ベクトルをμ1，.・ ?μP' IVl)，"'， Ivp)とする.このとき A0Bは
mp個の固有値{入j内}と対応する固有ベクトル{I町)01Vk)}をもっ.
証明:1町)0lvk)が固有ベクトルで、あることを示す.実際























iψ(t) = e-iH仰 |ψ(0)) ( 42) 
? ???，????? ??
? ? ? ? ??














で与えられる.Tは時間順序積演算子である 5演算子U:1ψ(0) )叶 |ψ(t)はユニタリーなの




て|向)のどちらかに遷移する :α1(α2)が観測されれば，系はc11α1)+ c21α2)→!α1) (1α2))と







例 3.1(1)ハミルトニアンH=恥 σzj2を考える.初期状態を |ψ(0))= ( : )とすると，波動
¥ 0 I 
関数|ψ(t)は
r i rJ U.l{)¥¥ _ ( exp(-iωt j 2) 0 ¥ { 1 ¥ {exp ( -ωtj2) ¥ |ψ( t) = exp I-;H t 1 1ψ(0)) = I ---n -， -， II~ I= I ~.'Y\ .-"1-/ 
L n--J I r ，-" ¥ 0 exp(iωtj2) } ¥ 0 } ¥ 0 } 
(44) 
となる.これは初期状態がHの固有ベクトルであることから明らかである.系がこの固有状態に
ある確率は，任意のtにおいて 1exp( -iwtj2) 12 = 1 
(いレトニ巧一ア
用いて
が得られる.時刻 tにおいてこのスピンを観測したときの=+1が得られる確率は 1COS wtj212 = 
cos2 wtj2で与えられ， σ3=-1が得られる確率は 1-isinwtj212 = sin2wtj2で与えられる.そ
の和が 1であることは言うまでもない.
52つの時間 tに依存する演算子 A(t)，B(t)に関し
f A(tdB(t2) T[A(tl)B(t2)] = ~ l B(h)A(tI) 






，九J { 0 -i ¥ 
H=九dσ引 /2=一一 I- -J 
ilf 2 ¥ 0 J 
{ 0 ¥ 
を考える.系は初期状態 |ψ(0))= l ~ }にあったとする.
(1)時刻t>Oにおける波動関数 |ψ(t)を求めよ.









? ? ? ?
? ???? (ε> 0) (47) 
を考える.系の初期状態を |ψ(0))= ( : )とする.0<t<Tの間，この系に振動数ωのコヒー





























?? ??? (50) 
となる.ここに





















|ゆ(t)=一一， 1:-ート一一一一・ 1. (56) 入~+μ2 ¥ 入十 j 入~+μ2 ¥ 入-) 
特に，電磁波が2準位のエネルギー差と共鳴する場合を考える :ω=E・このとき入±→土μと
なり， t> 0における波動関数は
!ゆ(t)= (江川 (57) 
と簡単になる.これから Hの波動関数は
??





















































量子計算ではベクトル 10)は古典的な0に， 1)は1に対応するとしてもよい. しかし古典ピッ
トとの大きな違いは，量子ピットは重ね合わせ状態、





















η個のこのような系は 2ηの自由度をもっ.一方量子系ではそのヒルベルト空間は (C2)0n= C2n 
となり，自由度は2nとなるのである.
まず2量子ピット系を考えよう.各量子ビ、ツトは基底{10)，1)}をもつので，全系の基底は{IO)Q9 
10)， 10)Q91)， 1)Q910)， 1)Q91)}で与えられる.これをコンパクトに{IOO)，101)， 10)， 111)}と書く事も
ある.また10進法で{IO)，1)， 12)， 13)}とも書く.一般にη量子ピ、ツト系の基底は{lbn-1bn-2・ .bo)}， 
bn-1， bn-2ぃ・円 boε{0，1}で与えられる.10進法でx= bn_12n-1 + bn_22n-2 + . . . + boのとき，
Ibn-1bn-2・・・ bo)の代わりに Ix)と書くこともある.このように η量子ピット系は2n個の基底ベク
トルを持つ.この指数関数的な基底ベクトルの増加も量子計算の大きなパワーとなる.
会(10山川2つの量子状態のテンソル積ではかけない状態の例である 実際
(α110) + b11) Q9 (α210) 十 ~Il))α1α2100) +α1b2101) +α2b1110) +α2~111) 
?? ???
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二会(10) + 11) 





















p(m)ニ (ψ 1M.ムMmlψ) (60) 
で与えられ，測定直後の状態は ? ? ?
(61) 
となる.上の例では測定演算子は射影演算子に他ならなし、 :M↑=1↑)(↑ I，M↓=1↓)(↓ 1.実際
_ 1_12 、M↑|ψ)α





測定演算子M を同一の量子系 |ψ)にたいし，何度も測定すると M の期待値が得られる:
E(M) = L mp(m) =玄m(ゆIPmlψ)= (ψ|乞mPmlψ)= (ψIMIψ)・ (62)
m m m 
ここに M のスベクトル分解M = LmmPmを用いた.測定値の標準偏差は




1(ψI{A，B}Iψ)12 = 41(ψIABIψ) 12を示せ.
(2) Cauchy圃Schwarz不等式1(ψIABIψ)12壬4(ψIA21ψ)(ψIB21ψ)を証明せよ.
(3)不等式I(ψI[A，B]I~)12 三 4(ψ IA21ψ)(ψ IB21ψ) を証明せよ.
(4)不等式
叫)哨)三 ;|(ψI[A，B]Iψ)1 (64) 
を証明せよ.
Ii d (5) A = QおよびB=一一ーとする.上の議論からム(Q)ム(P)三ーを証明せよ.
i dQ 
2量子ピット系の測定を詳しく調べよう.任意の2量子ピット状態は
|ψ) =α100) + blO1) + cllO) + dlll) (αぅb，c，dεC，Iα12+ Ibl2 + Icl2 + Idl2 = 1) 
とかかれる.1番目の量子ピットを {IO)，1)}としづ基底で観測しよう.そこで状態を
α100)十b101)+ c110) + dlll) 10) 0 (α10) + bI1)) + 1) 0 (cIO) + dI1)) 
二 山(~臼:3|0的)十寸ウ:2か11小叶山1り仰)凶0(;1同0)+斗十斗;|り
と書き直す.ここに u 、Ial2十 Ibl2およびv 、Icl2+ Idl2である.第 1量子ピットに作用
する測定演算子は Mo= 10)(0101とM1= 1)(1 01である.第 1量子ピットを測定すると
(ψIMolψ)=ぷ =1α12+ Ibl2の確率でOが得られ，状態は
Molψ) In¥ ~ (α¥ ~烹二 10) 0 I =10)十一1)I 
yp{U)¥u u' ') 








のヒルベルト空間は，互いに直交する 2k個の部分空間冗1，冗2，• . . ，冗2kの直和冗=冗1ED...ED冗2k
と表される.k個の量子ピットの測定結果が miであるとき，観測直後の状態は従zへ射影される.














という形で実現される.ここに Ix)= Ibn-1bn-2... bo)，ただしx= bn_12n-1 + bn_22n-2 +.. . + bo
である.即ち 1番目のレジスターは入力を， 2番目のレジスターは出力を表す.ここで互いに素な
自然数 m，Nにたいしf(x)= mX (mod N)とおく.状態
Ufマidlz)iO)=ぉ芝|めImxm吋 N)
X=u x二 U








10) (111))へ収縮し， Bobは彼の測定において確実に 10)(1)を観測する.状態の変化






















































は確率1で0を測定する.一方， Eveは確率 1/2で偏光 (2)を採用するが，このとき Eveがo(1) 








Aliceの送信コード 。1 。。 。 。。 。
Aliceの偏光 (1) (2) (1) (2) (2) (1) (2) (1) (2) (2) (1) (1) 
(68) 
Bobの偏光 (1) (2) (2) (1) (2) (2) (1) (2) (1) (2) (2) (1) 






Aliceの送信コード 。1 。。1 1 。1 。。1 。
Aliceの偏光 (1) (2) (1) (2) (2) (1) (2) (1) (2) (2) (1) (1) 
Eveの偏光 (1) (2) (1) (2) (1) (2) (1) (2) (1) (2) (1) (2) 
(69) 
Eveの受信コード 。1 。。? ? ? ? ? 。1 ? 
Bobの偏光 (1) (2) (2) (1) (2) (2) (1) (2) (1) (2) (2) (1) 









































































ピット)を反転し，第1量子ピットがOのときはそのまま通過させる.{IOO)， 101)， 10)， 11)}を2
量子ピットの基底とする.以下，これらを
、 ? ?
? ? ? ? ? ? ????
??







? ? ? ? ? ?
? ?????






































、 ? ， ????




















(H 0 H 0...0 H)IOO... 0) 去計(1巾|同附仲川0的伽恥い)++刊|川1り))凶@方( 1 川 1り川刷)川仰)同@ 古計(引ω|川向仲川0的伽川)+川十叶1叫)


















の状態 |α)に作用して U:1α0)→|αα)を与える.ここに |α0)= 1α) 0 10).定義から UIα0)= 








図 3:dense codingを用いた Aliceから Bobへの通信.



















4.5.1 Dense coding 
主lice:Alice はBobに数 X，0 ~ x三3のひとつを送りたい(図 3).xは{OO，01，10， 11}と2進法







。=00 1仇)=(10I)1拘) 方古マJ宮E ( |00) + |叫)
1 = 01 1ψ1)=(X0I)1ψ。) .A-(11O) + 101) (80) 
2 = 10 1ψ2)=(Y0I)1ψ。) .A-(-11O) + 101)) 







|ψ0) 方(100)+ 10) 




























方[方(10)一 1)十方(10)+ 1)]二 10)
方ト方(10)-1り)十方(10)+ 1)] = 1) 
ち抜(10)+ 1り) 方(10)-1り)]= 1) 
(82) 














|ψ0) ニ 会(100)+ 1川附日叫1り)
の一方をそれぞれ配布されている.彼らの初期状態は
(4.20) 




(H 010 1)(CNOT 01)(1ゆ)01ψ0)) 
ト(10叫十|川 +1川+11小 b(1川 +1叫-1110)一|川]
= ;七h[U|仰0ω叫州州州0的榊)(μい例α引|川0)十吋叶州b削削1山り加)
Aliceが彼女の2量子ピツトを測定すると，彼女は10)，101)ヲ10)，11)のどれかを等確率1/4で観





受信したデータ Bobの状態デコードするゲート。 α10) + b1) I 
01 α11) + blO) X (85) 
10 α10) -b1) Z 








































、 、 ? ， ，
?
、 、 ? ? ? ? ?













を考えよう.ここに -，xはZの否定.量子計算では状態は ([2に属し xの否定を実現するユニタ
リ一行列はX=σzである:
Xlx) =卜x)= INOT(x))， (xニ Oう1). (87) 
実際XIO)= 1)，XI1) = 10)となる.Ix)は入力， INOT(x))は(測定される前の)出力である.さ



















???????? ? ? ?
? ????? ???????
即ちXOR(x，y)ニ x+y (mod 2)である.あきらかにこれは逆をもたないが Z を残すことによっ
て可逆にできる:
f(x，ν) = (x，xEDy)， x，yε{0，1}. (89) 
このfもXORという.この作用を実行する量子ゲートは CNOTゲート UCNOT= 10) (01 01+ 
11)(110 X に他ならない.
問 5.2CNOTゲートに対し

































には Z ニ y=Oとx= 0， y = 1の可能性がある.fを実現するユニタリーゲートを具体的に構成
すると
UAND 10)(01 @ 10)(01 @ 1 + 10)(01 @ 1)(1 @ 1 
+11)(11 @ 10)(01 @ 1 + 1)(1 @ 1)(1 @ X. 
実際
(IO)(Olx)) @ (10)(01ν)) @ 10) + (IO)(Olx)) @ (11)(1Iy)) @ 10) 
+(11)(1Ix)) @ (10)(01ν) @ 10) + (11)(1Ix)) @ (11)(1Iy)) @ (XIO)) 
=九odyolx，y， 0)+ dxodyllx， y， 0)+ dxldyolx， y， 0)+ dXldyllx， y， 1)
(dxOdyO + dxodyl + dXldyo)lx，y，O) + dXldyllx，y， 1).
したがって第3ピットはx=y=lのときのみ 1でそれ以外は0となる.即ち
UANDlx，y，O) 




















??? ?????? x，y E {O， 1}. (97) 
で定義され，やはり非可逆である.そこで




UOR = 100)(111 Q9 X + 101)(101 Q9 X + 110)(011 Q9 X十 111)(001Q9 1 (99) 
である.ここに 101)= 10) (91)， (101 = (1 Q9 (01 etc. 
問 5.4上の行列UORは
UoRlx，y，O)ニ 1-，肌-'y，x V ν)， x，y E {O， 1} 
、 、
•• 











10> lx Vy > 
が推察される.この図から得られるユニタリ一行列は
U (I Q9 1 Q9 X) . (100)(001 Q9 1 + 101)(011 Q9 1 + 110)(101 Q9 1 + 111)(111 Q9 X) 
.(X Q9 X Q9 1). (102) 





ORはX とCCNOTゲートより構成され，X 自身も第 1，第2入力ピットを 1)にとることに
より CCNOTゲートから構成されることに注意せよ.
[注:ゲー トももRlx，y， 0)ニ Ix，y，xVy)が必要であればUORの後にX(!)X(!)1を実行すればよ
い:均R= (X (!) X (!) I)UOR. 1 
問 5.5NANDゲートはCCNOTゲートから構成されることを示せ.ただし古典的に
10 x=y=l 
N AND (x， y)= ~， '7_ "'" ~J.. x， Yε{O， 1}. (103) I 1 その他






SWAP(x，y)三 (y，x)， x，yε{0，1}. (104) 
Ix，y)に作用し，それを交換するユニタリ一行列SはSlx，y) = Iy， x)， x， yε{0，1}を満たす.こ
れは具体的に
s = 100)(001 + 101)(101 + 110)(011 + 111)(111 
と表される.
問 5.6上のSは







U = 10)(01 (!) U1 + 1)(1 (!) U2 
は再びユニタリーである.実際
uut = (10)(01 (!) U1 + 1)(1 (!) U2)(10)(01 (!) U11 + 1)(1 (!) U21) 




CNOTゲート UCNOT= 10)(0101 + 11)(110 xはそのような変換の例である.このような変換は
2x2行列のテンソル積で、はかけない.
CCNOTゲート (Toffoliゲートともいう)も条件付変換の例である:
UCCNOTニ 10)(010101+11)(110 CNOT (107) 
これは上に見たように古典論理ゲートをすべて再現する.
FredkinゲートFは，制御ピットが 1のときのみ第2，第3ピットを交換する制御SWAPゲート














補題 5.1U はcdに作用するユニタリ一行列とすると，N = d(d -1)/2個のレベル2のユニタ
リ一行列 U1，U:ぁ・・ .， UNが存在し





































































? ??? ????????? 」
/α d' g'¥ 
U1 U = I 0 e' h' I 











































I 1 0 0¥ 
u3 = (U2U1U)↑= I 0 e"* f"* I 
¥ 0 h'件 j"*J 



































2 I 1 -1 1 










Uを η 量子ピットの中で Is)とIt)だけに作用するレベル 2のユニタリ一行列とする.ここで
s = Sn_12n-1 + . . . + S12 Soとt= tn_12n-1 + . . . + t12 toをs，tの2進数表示とする.。を
Uの非自明な要素から構成される 2x2ユニタリ一行列とすると Uは{Is)ぅIt)}の1量子ピットに
作用するユニタリ一行列と見ることができる.
STEP 1: (U→U) 
一般に無関係な基底ベクトルIs)，lt)は次の“Grayコード"で 1量子ピットを表しているとみな
す事ができる. 2つの2進数コードs= Sn-1・ S1S0とt= tn-1・.• tltOにたいし 8，tを結ぶGray
コードとは2進数の列 {91，.・ ，9m}で隣り合う 9kと9k+1は正確に 1ピットだけ異なる.また境
界条件91= 8と9m二 tを満たしている.例えば8= 10010 and t = 11011としよう.8とtを結
ぶ Grayコードの例は
8 = 91 10010 
92 11010 
93 ニ 11011= t.
この構成から Sとtがpビットだけ異なれば，最も短いGrayコードはp+1の元からなっている
ことは明らかであろう.また Sとtが η桁であれば Sとtは高々η ピット異なるのでm 三(n+ 1)
となる.
これらの準備を元に Uを構成しよう.基本的方針は次の変換






α00000 0 c 
o 1 o 0 0 0 0 0 
o 0 1 000 0 0 
u=1 0 0 ~ ~ ~ ~ ~ ~ I (α，b，c，dεC) (112) 
000010001' 
o 0 000 1 0 0 
o 0 0 0 0 0 1 0 
b 0 0 0 0 0 0 d 
をレベル2のユ二タリ一行列とする.Uは1000)と1111)が張る部分空間においてのみ自明ではな


















1101> 1101> 1101> 101> 1101> 1101> 
A 
ヰ
O O O O O O 
、単 、 、J ， 
B 
C 
図 6:ゲート Uはベクトル 1101)には何ら作用しない.
もユニタリーとなる.000と111を結ぶGrayコードの例は
A B C 
91 = 0 0 0 
92 = 0 0 1 
93 = 0 1 1 
94 = 1 1 1 
(114) 
である・ 93と94は最初の量子ピット (A)しか違わないので， 91を93までもってきて Uを量子
ピット Aに作用させればよい.ただし 2，3番目の量子ピットは 111)にあるものとする.すなわち
ターゲットピットがAで制御ピットが B とCの制御Uゲートに他ならない.この制御Uゲート






α1000>α1001>α1011> (aα+cs) 1 011> ( aα+cs)loo1> (aα+cs) 1 000> 




図 7:U(α1000) + sI111 ) = [(α 十βc)IOOO)+ (αb+βd)1111)]となる.
るUの作用は
， 
αo 0 0 0 0 0 c α αα+βc 
o 1 000 000 。 。
0010000 0 。 。
U(α1000)β|111))=| OO 
。 。
+ ，l11 1 1 )= I 0 0 0 0 1 0 0 0 。 。
00000 100 。 。
0000001 0 。 。






100 0 000 0 
o 1 0 0 00 0 
o 0αo 0 0 0 c 
o 0 ~ ~ ~ ~ ~ ~ 1. (115) 
o 0 0 0 100 0 
o 0 0 0 0 100 
0000001 0 
o 0 b 0 0 0 0 d
STEP 2 








( cos(s/2) s討in(s/2) ¥ exp(がißσν/2) ニ ~~~V-- ，- --¥1"，-， 





/♂(α+γ)/2 cos(s/2) eゆ-'Y)/2sin(s/2) ¥ 
Rz(α)九(β)RZ(γ)=i l 
¥ _ei(一α十γ)/2sin(β/2) e-i(α+γ)/2 COs(グ/2)J 
が得られる.UεSU(2)であるから
(116) 
:. ) = ( -:じ sinOezμl cos Oe-i入 l (117) 
とかかれる.ただしla2+ Ibl2士 1を用いた. したがって
{jα+γ (}Iー'"y
Oここ.入=一一一.μ=一一
2' 2' r 2 (118) 
ととればよい.
ー
補題 5.3U εSU(2)とすると，A，B，C εSU(2)が存在して U= AXBXCかっABCニ Iとで
きる.ただしX=σz・
証明:補題5.2からある α，s，γεRが存在して U=Rz(α)Ry(s)Rz(γ) .そこで
fP¥ T> ~ f P¥ T> f の+吋 ¥ T> f α-γl 



















































































/β¥ ( s¥ ~ (α+γ¥/α-γ¥ 









補題 5.4U εSU(2)がU= AXBXCと分解されたとすると制御Uゲートは高々 3個の 1量子
ピットゲートと 2個の CNOTゲートで実現される(図8).
証明:これはほとんど自明である.制御ピットがOのとき，ターゲットビット |ψ)にはC，B，Aが
作用し |ψ)r-+ ABCIψ) = 1ψ)となるが，制御ピットが 1のときは |ψ)け AXBXCIψ)= UIψ)と
なる.
より形式的には， CNOT = 10)(0101 + 11)(110 X から (10A)CNOT(1 0 B)CNOT(1 0 C) = 












































Cφ(ゆ)= D01 (119) 
で与えられる.
証明:左辺は
C争(ゆ 10)(0101+11)(110φ(ゆ)二 10)(0101+11)(110 eZφI 
10)(0101+♂φ11)(1101 
??


























































CVCU = C(VU). 






CUニ (D0 1)(1 0 A)CNOT(1 0 B)CNOT(1 0 C)， (120) 
ただしD=Rz(-ゆ)<T(ゆ/2).
形式的には
(D 0 1)(1 0 A)CNOT(I 0 B)CNOT(1 0 C) 
(10)(01竹内1)(11)吋(川)(010ABC + 11)(110 AXBXC) 





最後に η個の制御ピットをもっ制御 Uゲートも I量子ピットゲートと CNOTゲートで構成でき
ることを示そう.η=2の簡単な例から調べよう.




用する.第 1ピットがOで第2ピットが 1のときは第3ピットは Ix)同 VtVlx)= Ix)と写像され
る.したがってゲートは 101)(01101と作用する.第1ピットが 1で第2ピットがOのときは，第
3ピ、ツトは Ix)f-7 VVtlx) = 1めとなり，ゲートは 10)(10101と作用する.第1，第2ピ、ツトがと
もに 1のときは第3ピットは Ix)片 VVlx)=閉めとなり，この部分空間でゲートは 111)(1110u 
となる. したがって，この図の右辺は




ピット Zに作用する.vtゲートは第 1ピット，第2ビットの入力 Xl，X2がXlEB X2 = Xl + X2 = 1 
(mod 2)のときのみ作用する.2番目のVゲートは第1ピットが 1のときのみ作用する.したがっ
て第3ピットに対する作用は Xl^ X2ニ 1のときのみv2=Uで，それ以外ではIとなる.
問 5.11上の補題を右辺の各ゲートの作用をブラ，ケット，I，U， V， vtを用いて具体的に書き下す

































Uf : Ix)IO)片 Ix)lf(x)) (122) 
7我々物理学者は~のオーダーというときにあまり厳密には考えない.計算理論では3種類のオーダーを用いる.
noεNとCεRが存在しη芝町のときにf(η)壬cg(η)であれば rf(n)はO(g(n))Jという.言い換えると Oはf(η)
の漸近的な上限を示す.もし noεNとCεRが存在し nさnoにたいし f(n)三cg(n)であれば rf(η)はO(g(n))J











巧:乞Ix)0 10) r-t玄Ix)0If(x))・ (123) 
Z Z 





状態は 100. . . 0)= 10) 0 10) 0 . . . 0 10)にWalsh-Hadamard変換を作用させて生成できる:
この






































定義 6.1nιN， N = 2nとし，集合Sn= {O，l，..，N -1}を定める.ここで写像
K: Sn x Sn→C (127) 
を考えよう.Sn上の任意の複素数値関数f:Sn→Cにたいし，Kを核とするfの変換f:Sn→C 
を


















N=2nとし Uをη量子ピット空問先 =cN に作用する NxNユニタリ一行列とする.討の
標準基底を {Ix)= IXn-l' Xn-2・・，xo)}とする.ただしx= Xn_12n-1 + Xn_2Xn-2 + .+ xo2o. 
すると
Ulx) =乞|ν)(yIUlx)= I: U(y， x)ly). (130) 
y=o y=o 
U(x， y)= (xIUly)はこの基底における Uの(x，y)成分.
命題 6.2Uを討 =cN に作用するユニタリ一変換とする.Uは
N-l 
Ulx) =玄K(y，x)ly) (131) 
を満たすとする.このとき Uは任意のμ Snにたいし積分変換j(y)= L口K(仰 )f(x)を
rN-l 1 N-l 
UI玄f(x)lx)卜玄j(y)ly)・ (132) 





























form)である.ω=e2れ jN(N = 2n)を1のN重根とする.ω は核K:Sn x Sn→Cを

































1¥ I 1 1 1 
ω-3 I 1 I 1 -i -1 
ω-6 I -2 I 1 1 1 
ω-9 J ¥ 1 i -1 















Xn-lXn-2・..xoと仇-lYn-2・・υoをZ とUに対応する 2進数とする.核Wn:Sn X Sn→Cを
















Kn(x， y)= ei8:l;oXY' Vx， y E Sn 
を定義する.ここに ()xεRである.この離散積分変換は
N-1 N-1 












)(100ん =A山 Ao= I ~ 。
ei01 o 0 1. A， = I 0 1 0 (144) 。1 0 1，.t:l1 I 0 0 e(h 。011 ¥000 
と分解できる.恒等式
A1二川)(0|@I+|1)(118UI， m=l en :ni (145) 
u eov'> I 
に注意せよ.したがって A1は制御Uゲートである.Aoに関しては，まず第 1ピットの否定を取っ
て左上のブロックと右下のブロックを交換する;





仇 =(ei(}O 0 ¥ 
u - ¥ 0 ei(}l J 









































































土誌ム(一-1)ザ叩引りr巾刊X門門Z勾U列|ゆωU ) (148) 
を満たす.
一方， Haramardゲート Hの Ix)への作用は
Hlx) =会(10)+ (ー が1)=持(-1) (149) 
これはη=1DFTゲートは Hadamardゲートに等しいことを示している.実際 |ψ)= j(O)IO) + 
j(l) 1)を1量子ピット状態としよう.すると
HIψ)ニ川方(10)+ 1小川方(10)一 1)





o e刊んイt叫均J吟伽~")い0向k= 2k-j+l ω k = ( ~。 (151) 
で定義される.
補題 6.1図 12の制御Bjkゲート UはIx，y) (x， yε{O， 1})に
肌 y)=ん (152) 
と作用する.
証明:制御Bjkゲート匂k= 10)(0101 + 11)(110 Bjkの Ix，y)への作用は
Ujklx， y) 10)(0Ix) 01y) + 11}{1Ix) 0 Bjkly) {:仰Iy) 戸 O






( IY) Y = 0 
Bjklν) = < 








を満たすユニタリ一行列 U(2)を探すことである.xとνを2進数でx= 2X1 +Xoおよびy= 2Y1 +yo 
と表す.U(2)の Ix)への作用は
(156) 
u(2)lxl， Xo) = 方EEPef一」刊2討制Mπ訂m向t臼町Z勾ν叩 = 方えU加zふ0z豆ζ0efJ円川{一→引剖叩叫2加制抑州π訂t臼Z(伽山2勾知U肌1切制叫叩)ν仰げ/ρグ内221Y♂引2行|
= 友忍e一」吻刊2討π
=キp-ml/21U1)85e叩 O/22IYo)
方(10)+ e一山|り)0 (10) + e 同/ア|り)
方(10)+ e判 2








同 H)I川 0)= 1山吉(10)+ (-1)xoI1) 
となってしまう.したがって最後に第L 第2ピットを SWAPさせて
U(2) IXlヲXO) S [Bf~(IO) + (_1)XlI1) Q9 (10) + (-1)XOI1))]. 
S(I Q9 H)U叫H Q9 I)lxl，XO) (158) 
としなければならない.B訟の中の指数Xoは入力の Ixo)であり，(I Q9 H)がIxo)に作用する前の
値でなければならない.以上で次の命題が証明された.
命題 6.3n = 2のDFTゲートは
U(2) = S(I Q9 H)U12(H Q9 1) (159) 
で構成される(図 13). 






= 方才(10山 」叩刊π仇叩向叫4臼州z勾0/ρ什叩引2可柏川1山り削刷川)η仰)凶8釧(10)+打e〆戸川一-27r剖針加刷π仇州iκ伽伽州川山(付仇刷(x1/2+町叫ψ山げρ仰併糾 町叫ωω川川/ρグ的門川2ア灼η2)1勺引叩)川) (160) 
と変換された.これから η=3にたいし
が3)1山 1，xo) = 主ι与却苦討~(I仲0的伽)汁十村e-2円一』判27r制π仇叩向叩4臼町ixo/Wω0/山ρ21ω @釧叫州州(1巾例|川附0的伽)汁+εJ戸2知制π而i(xtf2
v'2.) 








2 3 4 5 6 7 
P トTAm砂何 23ω ly2，ylグ0>
図 14:n = 3 DFTの量子回路.
問 6.7x=22x2十2Xl+ XoとY= 22m + 2Yl + yoとする.
(1) 
ポ)1九日o)=4よ苦亨アで e-2一2π1rix向4白叫ωz勾ν




η=2DFTの量子回路を真似すると ηニ 3にたいして図 14が得られる.ここにゲート Pはピッ
トの順番を逆転するゲート:
PIX2，xl，xo) = Ixo，xl，x2)' (163) 
問 6.8Pを表す8x8行列を書き下せ.
問 6.9図 14は実際n= 3 DFTであることを示せ.
したがって次の命題が証明された.
命題 6.4η=3DFTを表すユニタリーゲート U(3)は(図 14)
U(3) = P(I 010 H)U23(1 0 H 0I)U13U叫H010I) (164) 
で与えられる。
問 6.10式 (164)の右辺を書き下し，これがη=3 DFTを表すユニタリ一行列 Uであることを
示せ.
n三4への一般化はほとんど自明である. (161)の一般化は
U(n) IXn-l" . . ，Xl， xo) 
方才(1仲0的)+ e-一」批吋2知π
③(10的)+ e-21ri(X2/2+x1/22+xo/23) 1) 0 . . . 












間 6.11式 (165)がn量子ピット DFTであることを示せ.
命題 6.5n量子ピット DFTは8(η2)の基本ゲートで構成される.
証明:n-qubit D FTは1つのPゲート，n個のHadamardgatesおよび(n-1)+(nー 2)+...+2+1ニ
η(η-1)/2個の制御Bjkゲートで構成される(図 15)間4.5(3)と35.2.4で示されたようにSWAP
ゲートは3個のCNOTゲートで構成される.さらに η量子ビ、ツトのPゲートはrvn/2個のSWAP
ゲートを必要とする9 したがって Pゲートは3x [n/2] = 8(n)の基本ゲートからなる.命題5.1



















|宙)=句会写Ix)IO)=会写Ix，f(x)) =会 (10，f(O)) + ..+ 17， f(7))) (167) 
を得る. 1世)に含まれるベクトルは Ik，f(k))の対角形であり，その位相はすべて 1であることに
注意されたい.
次に第 1レジスターに η ニ 3DFT U(3)を施す.
Ix)→会主e-21f問仙 (168) 
すると
1 ¥lf') = が3)1宙)=;む刊バIy，f(x)) 
;占か|川0叫伽州州)凶州川@剣叫仰[Ifげ山れ州(
+→中;hか1川り仰)0 [1ド川|げ山仰附六仰刑(仰0的)+ e 一加叫叫tν仰川/畑川8町|げ仰削川(ο1り)+ 十e-21fi7/8 げ(7)) ] ( ν= 1)
+~17) 0 [1f(0)) + e-141fi/8げ(1))+十e-141fi7 /81六7))]. (y = 7) 
(169) 
が得られる. 1 ¥lf')にはすべての Ij，f(k))が含まれていることに注意せよ.またさまざまな位相が
現れている.式(169)は第1レジスターの状態によって因数分解した形に書かれている.
ここでf(x)はf(x+ P) = f(x)を満たす周期関数であるとする.ただし PεN. この周期は
IREG1)を観測すれば分かる.たとえばP=2とすると
f(O) = f(2) = f(4)ニ f(6)，f(l) = f(3) = f(5) = f(7). 
すると状態|宙')は
1 w') 二 ;εe-21fixy/川附
;|州If(O))十|州











となる.したがって IREG1)を測定すると，結果はOまたは4となりこれから P = 2が推察さ
れる.
問 6.12 各レジスターは η 量子ピット系であるとする • f(x)は周期 Pの周期関数であるとする.
ただし 2nはPで害IJり切れるとする. 1番目のレジスターに η量子ピット DFTを作用させた後の
観測値は以下のどれかであることを示せ:
。と竺 2・2n 3・2n P-1)2n 
















J 1 (x = z)




えられたとき，f(z) = 1となる点 Zを求めることに帰着する.
? ????
「量子計算入門」
古典的には各ファイルを次々にチェックし，f(z) = 1となる Zを探さなければならないのでO(N)
のステップが必要となる.Groverが示したように，量子アルゴリズムではO(.;N)のステップで
このファイルが検索で、きるものが存在する.このアルゴリズムはい)の振幅を増幅し，他のベクト




Rf(X， y)= eZπf(x)dxy = (-l)f(x)dxy (x，υε Sn) (174) 
で定義する.Rfはい)→ -Iz)と写像するが，それ以外のすべての基底ベクトル Ix)は不変とする
ので，
Rf = 1 -2lz)(zl (175) 
と表すこともできる.
状態Icp)を
|ψ) = ~ンxlx) ， 芝川12 = 1 (176) 
で定義すると
Rflcp) = (1 -2Iz)(zl)芝山xlx)=芝山xlx)-2叫 Iz)
x=o x=o 




町民y)=方(小一lYnー 1十 +XlYl+叫 (178) 
Rを選択的回転変換





|ψ0) =み 512) (181) 
で定義すると











-[ +21ψ0)(ψ01 = -[ +五乞Ix)乞(yl= -[ + 2~n L Ix)(yl 
から，右辺の (x，y)成分は





マkz(ザ刊ー1+...+Xl Ul +XOUQ 
X(-l)l一九Oduv(_l)Vn-lYn-l+…+VIYl十VOYo
となる uに関する和を実行すると
N-1 L (_1)Xn-1Un-l +...+XIUl +X川 _1)1-15吋 ω
u=o 
N-1 
(_1)0(_げ6ω -L (_l)Xn-lUnー 1十廿1日
u=l 
N-l 






























































































一乞wxlx)+ 2 L wly) =乞 [w-(町一面)lx)
Z U x=o 
により (183)が示された. E 
式 (183)はDが「平均値に関する反転Jを生成する演算子であることを示している:新しい確
率振幅w-(切x-w) = 2w -Wxはωzをd に関して反転して得られるからである.
STEP 3次にユニタリ一変換
Uf = DRf = (-1 + 2ICPo)(ψ01) (I -2Iz)(zl) (185) 
を定義し，その |ψ)への作用を考えよう.STEP1とSTEP2の結果を用いるとただちに
Uflψ DI乞叫Ix)-wzlz) ) =玄[w-(叫-w)llx) + [w + (ωz+必)lz)
¥x=/=z / x子正z
















ujl'Po) =αklz) + bk乞Ix)
Zヲ/;z
αn = bn = 1 
YN 
である.このとき k= 1，2，...にたいし













kのとき ujlψ0)ニ αklz)+ bk L呼 zIx)が成り立っとする.このとき
り+1'P0) 切り|ψ0)= Uf(向 Iz)+ bk L Ix) 
Zヲ正z一0ω以仰山州川川)('P胸 州ω陥刷ρ向0叫|り(υ1 引川川川z斗以仰州)(沖(μωz斗|べ)(十←←い(←トトいいいα匂州仰州叶…k川山ω仙|ド同伽Z斗引)+













命題 7.3k = 1，2，.・・にたいし，命題7.2の係数を具体的に表すと
ak = sin[(2k + 1)0]， bkニ守L州 (2k+ 1)0]， 
vlV - 1 










、 、 、 ?












? ? ? ?
と書かれる.ただし
Mニ((N -2)/N 2$ゴ/N¥ニ(cos 2() sin 2(} i 
¥ -2ゾ万て1/N (N -2) / N} ¥ -sin 2(} cos 2(} } 
これは角度2(}の回転行列である. したがって
(:;)=MK(:)=(f:ユ:;;)(:;)=(:21)
が得られた • Ckをbkで表せばただちに (191)が示される. E 
したがって Ufを|内)にk回作用させると
ujlψ0)ニ叫(2k+ 1)0] +すL守 cos[(2k+明 Llx)




九，k= sin2[(2k + 1)0]. (194) 
でIz)が得られる.
この仕組みを以下の簡単な例で調べよう.まずη=4ととると N = 24 ニ 16となる.最初
(k = 0)とUfをk田作用させた後の確率は
∞s2[(2k + 1)0] 
α;ニ時=1/16， α;=山 2[(2k+ 1)(}]， b~ = 









2 4 6 8 10 12 14 






2 4 6 8 10 12 14 






2 4 6 8 10 12 14 








2 4 6 8 10 12 14 
図 19:k = 4にとったときの確率分布.
場合はk= 3)をとることに注意しよう.
STEP 4最後に九，k α1を最大にする kを求めよう.大雑把に見積もるには
(2k + 1)8 =竺→k=11Z-) 
2 2¥28 -J 
と置けばよい.上に述べた例ではk=3となっていたが，これは上の見積もり
(195) 
。=sin -1 (1/4)竺 0.25268→k竺 2.6.
とよく合っている.この見積もりは次の命題により精密化される.
命題 7.4N = 2n> 1にたいし ?
? ?? ?? (196) 
とする.ただしい]はGaussの記号で，実数Zを超えない最大の整数を表す.すると状態Ujl'Po)
を観測すると，我々が捜しているファイルが確率
九，m 三1一会 (197) 
で得られる.また
m= O(VN) (198) 
である.




で定義しよう.すると 1m 仇|壬 1/2から








凡，Z= sin2[(2m刊 )0]= 1 -cos2[(2m十川三 1一会
が示された.






















Rflcp) =乞切xlx)-~ンzlz) (201) 
が得られる.
ここで
f =DRf二(-1 + 21<P0)(<P01) (ーさ|仰| (202) 











問 7.21<P0) = (1/ゾN)玄と。11Iめとするとき
ujl'Po) =αk L Iz) + bk乞Ix)
ZξA xl，C'A 
を示せ.ただしαo= bO = 1/、/Nおよび
αk 
N-d 2(N -dL 
一万-Uk-lI N Uk-l 
bk 





























































2. Bob はAlice'こ“hallo"というメッセージを送りたい.彼はこれをnより小さな 10進数の列
として送る.彼のスキームで，そのメッセージが
hello = 123000456000789000123， 
となったとしよう.彼はこれをhelloe (mod N)としてエンコードし，それを公開されたチャ
ネルで、Aliceに送信する:
e配 rypted 三 helloe (mod N) = 37853991457169688722835964472412 
302649896709869911699355437019132668645737270799 
3. Aliceは受け取ったメッセージをデ、コードする.まず彼女はeのmodulo(p -l)(q -1)に関す
る逆dを求める:
de 三 1 (mod (p -l)(q -1)→ 
d = 378539914571696887228359644724123026498967098699116993 
55437019132668645737270799 
次に彼女は暗号化されたメッセージをデ、コードする:






つけるまでに最悪ゾ万回の試行錯誤が必要となる.N rv 2nにたいしゾ万=e(n/2) ln2であるから
この方法は効率的ではない.この問題に量子アルゴリズムを適用するには以下のスキームが適し
ている.
STEP 1: N より小さな正の整数mをランダムに選びEuclidの互除法でgcd(m，N)を求める.そ
れが 1でなければ mはpかqであり問題は解けた.そこでgcd(m，N)= 1であるとしよう.
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(mP/2 - 1)(mP/2 + 1)= mP - 1三 O (mod N). (215) 
が成り立つ. もし mP/2+ 1 =0 (mod N)であれば gcd(mP/2- 1， N) = 1であり， STEP 1に
戻り~Ijの m でやり直す.もし mP/2+ 1手o(mod N)であればmP/2- 1はpかqを含んでおり
STEP 5へ進む.(mP/2 - 1はNの倍数ではありえない.もしそうであればmP/2三 1 (mod N) 
(mod N)を満たす最小の数で、あるとしづ定義に矛盾.) となってしまうが， これはPがmP 三 1
STEP 5: 
d = gcd(mP/2 - 1， N) (216) 
はpまたはqとなり， 素因数分解が完了する.
伊~ 8.1 N = 799 = 17・47としよう. もちろん素因数17と47は知らないふりをする.
STEP 1: m ニ 7ととると gcd(799，7) = 1でOK.
STEP 2:図20から 7368三 1 (mod 799)であるのでP= 368. 
-768-
「量子計算入門j
STEP 3: Pは偶数 (P/2= 184)なので STEP4へ進む.
STEP 4: (7184 -1)(7184十 1)三o(mod 799).すぐわかるようにgcd(7184+ 1，799) = 17チ1
であるから STEP5へ.
STEP 5: 7184 -1とN= 799は共通の素数因子を持っている.実際d= gcd(7184 -1ヲ799)= 47. 




mP'/2 -1 = mkP -1 = (αN + l)k -1 = AN三 o (mod N) 
となるからである.Aはある整数.ここにmP=αN+1を用いた.一方P'= (2k + l)Pであれば
mP'/2 -1 = mkPmP/2 -1 = (αN + 1)kmP/2 -1三 mP/2-1 (mod N) 
となってgcd(mP'/2-l，N)は自明でない素因数を生成する.
問 8.1N = 35とせよ.上のステップを繰り返し Nの素因数を求めよ. (その周期Pが10よりも




N2 < 2n < 2N2 (217) 
を満たすηεNを見つけよ.関数f:αト→ mα (mod N)を













レジスターの中の数は O~α， b ~ 2n -1を満たす.
以下では η量子ピット系の離散Fourier変換(DFT)
Ix)→Flx)三去乞ω叫 y)










|ψ0) = 10) 10)偲11ψ1)=-Lヤ ωklz)|0)=-Lヤ Ix)IO)・ (222)d石全~ I~/I~I v2石to
したがってREG1はIx)(0 ~ x三2n-1)のすべての状態の重ねあわせになっている.
STEP 2.2: m < N， gcd(m， N) = 1を満たすmをとり，関数f:Sn →Snを














? ? ?? ???????? ???
市ly)IY(y)=岩1削)1 . Iy)調布 附
ただし
IY(y) = 乞 ω一町lJ(x) (226) 
-770-
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命題 8.1Q三 2n= Pq十円 (0三γ<P)とする.ただし qとγは一意的に決まる非負の整数.
Qo =Pqとする.このとき
r sin2 (宇(争+1) ) + (P-r) sin 2 (字引
\・\///\\・~ (Py 手o(mod Q) 
Q2 sin2 (守)
Prob(ν)= (228) 
T(Qo + p)2 + (P -r)Qo 







=乞玄 ω (PXl+xo)Ylf(PXl +勾))+乞 ω [P(Qo/P)河州
XO=O Xl=O Xo=o 
P-l I Qo/P-l ¥ 
































写像f:αHma (mod N)は{0，1，2，.，P-1}上 1 1である 1したがって If(O))，lf(l))，
.， If(P -1))は互いに直交している.したがって
Qo/P 





X1二 O X1=0 
Py三o(mod Q)の場合は




+(p_r)(引¥ P ， - / '¥- . I ¥ P / 
となり yによらない結果を得る:
T(Qo + p)2 + (P -r)Qo r(q + 1)2 + (P -r)q2 
Prob(u)=220二 Q2 
Py i:0 (mod Q)のときは
(229) 
ωPy(Qo/ P+l) _1/2 ，_ • 1ω-Py(Qo/P)_ 1/2 
(Y(y)IY(y)) γI~ . .-p判唱 1 + (P -r) 1 ~ ._ p 
e-(27ri/Q)Py(Qo/ P+l) _ 1/2 . 1 e一(2而/Q)Py(Q/P)_ 1/2 
rl 九一、 P.. • ~ I + (P -r) 1 
したがって
l〆 12=附一小山=2 (1-cos D) = 4 siぺ
から
(Y(ν)IY(ν)) 
sin2 ~Py (竺+1 i sin2芸Py竺
可凸よ--_/+(P-r) プ1['
耐 5PU 配 5PU
となる.よって確率分布は
ョ n2 1~Py (~ + 1 i I + (P -r) sin2 1 土Py~O1 | IIY(ν))II~ . ~... lQ ¥P ， ~} J'¥~ ， I ~... l Q -~ P J 
prob(U)=Q2 二 L\ ワ/」 qπL~ ~ J (230) 
QL siI14ijpy 
となり命題が証明された.
11もし mα 三 mb (mod N) (0三b<α壬P-1)であれば mb(mαb_ 1)三 o (mod N)である.m とN は互い














102000 104000 106000 108000 110000 
図 21:(a) N = 799， m= 7， P= 368のときの領域0三ν三10ぅ000における確率分布Prob(y).
(b)領域100，000三y~ 110，000における確率分布.
系 8.1Q/PεNとする(すなわち Qo= Q).すると確率分布は
I 0 (Pν手o(mod Q)) 
Prob(ν) = < 1 
l言 (Py三 o(mod Q)) 









図21はProb(ν)をN = 799 = 17・47，P= 368，Qニ 220= 1，048，576のときに示したもので










8530 8540 8550 8560 8570 8580 
図 22:領域8，520~ Y ~ 8，580における確率分布Prob(ν).条件は前の図と同じ.
ると Q 三 144 (mod 368)→ γ= 144， Qo = Q -r = 1ヲ048，432，→ q= Qo/P = 2，849とな
る.したがって Prob(y)はq= 2，849の整数倍のところに鋭いピークを持つ.図 22はProb(y)を
8，520 < y < 8 ， 580 でプロットしたものである • y = 8548に鋭いピークが見られる.このとき
8548/2849 = 3.00035.以下の確率を比較せよ:
Prob(8547) = 0.00005393， Prob(8548) = 0.00245753， Prob(8549)ニ 0.00010892.
その近傍の数にたいしては8547/2849ニ 3，8549/2849 = 3.0007である.全領域を見渡すと P= 368 
個の鋭いピークが存在し，各ピークにおいて Prob(y)はほぼ1/386rv 0.00272となる.
U は 0~y~Q-1 に制限されているので，測定を繰り返すことによりピークの間隔が 2849 で
あることが分かる.これは周期の近似値P= Q/2849 rv 368.0505を与える.これが正しいかど
うかはSTEP3 rv STEP 5を実行しなければならない.(ピークの間隔が 2850と見積もられても









ここにUfは写像Uflx)IO)= Ix)lmX (mod N))を，:FはDFTを表す.
STEP 2を再び前出の例を用いてまとめよう.
STEP 2.0:初期状態








Uお剖却元記副[10)1川1り)+ 11)17) + 1向2勾酬)
十... 




唱 Q-1 唱 Q-1
|仇合主方ZJlu)|7Z(m川 9))





IY(y)) 乞ω 勾 17X (mod 799)) 
X=o 
1) +ω-YI7) +ω-2YI49) +ω-3YI343) +... 
+ω-368YI1) +ω-369YI7) +ω-370YI49) +ω-371YI343) + . . . 
+...+ 
+ω-736Y1) +ω一737Y17)+ω-738YI49) +ω一739Y1343)+ .  
+...十









(1 +ω-368y +ω一736ν+...+ω-1048432y)/1) 
十(ωy+ω-369y+ω一737y+... +ω一1048433y) /7) 
+(ω-2y +ω 370y +ω 738y +... +ω-1048434y) /49) 
+(ω3ν+ω-371y +ω一739y+... +ω-1048435y) / _ 343) 
十... 
+(ω-87y +ω 455y十ω-823+.. .)/794). (236) 
この展開には368のケットベクトルが存在する.各ベクトルの係数はUが2849の整数倍に近いと
きにのみ大きくなる.例えば




731.803 + 2058i， (y = 2849) 
2315.79 + 1408.031， (y = 8548). 
となる.このように前節の結果
(12315.79 + 1408.03il¥2 Prob(8548) = 368 I I-~~-.. ~ ~ ~ ~--.-~"I I = 0.00245848 












































で与えられる.ただし上向きスピンを 10)= (1， O)T，下向きスピンを 1)= (0， l)Tで表す.
さらにNMR装置にはBoに垂直に振動磁場
(238) 
B1 (t) = B1 cos(ωrft) (cos仇 sm仇 O)T (239) 
を発生する送信機とコイルが備わっている.B1は磁場の振幅， ωrfはその振動数，ーフはxy面内の
位相角である.ここでB1を時計四りと反時計回りの成分に分離する:















[ γ似州厄印杭B抗1I 0 e♂げ門川t叩何叩ψぺ(υ一1
払叫ω「一一一一一( 川 02 2 ε♂t叩ψ(ο1 +e-一2iw叫叫rf〆ηtり o )1 
(242) 










U = Te-i![ H(t)dt三 e-iH(tπ)ムtn/he-iH(tn-dムtn-I/h. . . e-iH(t1)ムt1/h， (245)
で与えられる.ここにアは時間順序積で
H(九)=-nw1(九)(cos r.p( t吟+sin r.p(九)守)
はk番目のステップのハミルトニアンである.
ここで一つ注意をする.ハミルトニアン(244)はtrH=0を満たすのでUE SU(2)となる.実際




























































はiを制御ピット， Jをターゲットピットとする CNOTゲートである.具体的には CNOT12= 
10)(0101+ 11)(110σx， CNOT21 = 1010) (01 +σx011)(11で表される.これにより，密度行列は











j(ρ0+ρ1+ρ2)ニ diag(…ε)= eI4 + (α-e)向(川0) (251) ρeff 


















はSU(2)の3つの生成子句/2，(k = x， y， z)のうち σx，y/2しか含まないので，注意が必要である.
ここでは次の公式を利用しよう(補題5.2参照): 
9.2.1 
F α-1 s空 α+γ¥
一一一一一一一、…一.一一 2--- 2 ----2 -- 2 
co pcα+γ ， . ._ s _.α-γj 
S一 一S一一一一一ー 一 一u 一一回n一一一一一 I 2 -- 2 目 2 2 ノ
(252) 
e-tασ"，/2e-isσ百/2e-iγσ"，/2
(βα+γβ いCOS -=COS一一一一一-~sm -Slll-一一一
2 2 2 2 
βα-1 . s.α+γ 
Slll -=-cos-一一一一-~ COS -:-Slll一一一一一
U 
























X = e2πσ"，/4， Y二♂πσ百/4，Xm二 e町内/4，YIn=eiπσ百/4 (255) 
はそれぞ、れx(ν)軸周りのπ/2(-π/2)回転を表す.したがってXmXmは Z軸周りの一π回転を表す.
9.2.2 2量子ピットゲート




su(4) = Span (iσ'1/201， iI0σ'1/2ヲtσj0σk/4) (256) 
とかく.Span( )はその中にある生成子が張るベクトノレ空間の意味で、ある.iOj/20I，iI0σ'1/2 
がそれぞれ3個，iOj 0σk/4が9個で全部で15次元となることが直ちに分かる.ここで
t = Span (iσ'1/201， iI0σj/2)， P = Span (iσj③σk/4) (257) 
とおく.するとこれらは交換関係
[t， t]仁 t，[p， t]ζp， [p，p]仁 E (258) 
を満たすことが直ちに分かる.この交換関係、を満たす分解g=tEBPをリ一代数gのCartan分解
とし、う.
では，対応するリ一群の分解はどうだろうか?K = et， P = ePとおくと，任意のUεSU(4)に
たいし
U = kp， kE K， pE P (259) 
が成り立つ.あきらかにK= SU(2) 0 SU(2)である.さらにpの中の最大可換部分代数を均とし，















|世0)= (ljJ2)(IOO) + 111))， 1宙r)= (ijJ2)(101) + 110))， 























(1)行列 QはK= SU(2) 0 SU(2)とSO(4)の聞の同型を定義する.すなわち kE Kにたいし
QtkQ E SO(4). 
(2)行列QはCartan部分群を対角化する.すなわちhιHにたいし
Q↑hQ = diag( ei80 ， eiθ1， ei82 ， ei83). 
これから U= k2hk1と分解されるとこれらは直接の計算で確かめられる.
(264) 




UB = QtUQ = Q↑k2Q. QthQ. Qtk2Q = 02hD01， 
それを克服するにはできるだけ早く計算を終える





















に対応していることが分かる.T はこの分解によるアルゴリズムの実行時間である • hるから hD
を求めるときに分岐の取り方の不定性が生じるが，時間最適解では，分岐は (265)の左辺が最小
になるように選ばなければならない.




Icd) f-7 Icd) (cd) =F (αb) 
で与えられる.例として Groverのアルゴリズムのうち 10)を入力として， 10)を出力とするゲー
トUlOを考える.前に述べたように，熱平衡分布から 10)を初期状態とする寄与を取り出すには，




01)(0010) 000 -1 I _ 0 
。-1 0 I _ I  -1 0 0 
U，一n 一1 0 0 ~ -J' UlO = l ~ 1 。o 0 ‘， U10bニ -1 0 0 0 






UlO k1 = 1， h = ei(π/4)(σz③町一円③σ百)， k2 = e-i(π/4)σZ Q9 ei(π/2ゾ2)(σ:z:+円)
UlOa kl = 12 Q9 e-i(7T/4)σ:z h = e-i(π/4)σz⑧σZ， k2=ぷ(π/2)σ百@♂(π/3V3)(σ:z+σy+σZ)(267) 
UlOb k1 = e-i(π/3ゾ互)(σ:z:+円+σZ)Q9 12， h = e-i(π/4)σz⑧σZ， k2 = ei(π/4)σ:z Q9 12・
表 1はこれらの結果をNMRのパルス列で、表したものである.ここでハミノレトニアン (246)に含ま
れない項は，たとえば




UlO 1: -Y -(1/2J)ーYm-Xm-(1/2J)-Ym-Xm- 1/J 
2: -Y (ー1/2J)-Ym-X (ー1/2J)-Ym-Xm-
UlOUcP 1: -X 目(1/2J)-X-ーーーーー 一ーーーーーーーY (ー1/2J)-Ym-Xm-(1/2J)-Ym-Xm- 2/J 
2: 一一ーーーーー一一一一ーー-X-(1/2J)-X -Y -(1/2J)-Ym-X -(1/2J)ーYm-Xm-
UlOU;p 1: 一一一一ーーー一一一ーーー -X (ー1/2J)-X-Y ー(1/2J)-Ym-Xm-(1/2J)-Ym-Xm- 2/J 
2: -X -(1/2J)-X 一一一一ーーー一一一ーーー -Y-(1/2J)一Ym-X-(1/2J)-Ym-Xm-
時間最適化されたパルス列 [14]
ゲート パルス列 実行時間
UlO 1: -X (ー1/2J)-Xm-Ym-(1/2J)-Y-Pi(45)ー 1/J 
2: -X -(1/2J)-Xm-Y -(1/2J)-X -Ym ー
UlOUcp 1: -X -(1/2J)-Xm-Ym- 1/2J 
2: -Ym-Ym-
UlOU;p 1: 1/2J 
2: -Y -X -(1/2J)-Xm-
表 1:Groverのアルゴリズムを実現するパルス列.上の段は通常のパルス列 [13]，下の段は時間的に最適
化されたパルス列 [14].1(2)は第1(2)量子ビットを表す.X (Xm)と Y(Ym)はx(-x)軸，およびy(-y)軸
回りの π/2ノミルスを表す.Pi(45)はBloch球で (1，1，0)回りの πパルス.通常のパルス列に比べ最適化さ
れたパルス列では全パルス数がおから 18に，全実行時間が5/Jから 2/Jに減少している.
実験では 13Cで置換したchloroformのHと13Cを量子ピットとして用い， JEOL ECA-500 NMR 
装置で核スピン制御を行った.図.25は100)にUlOを作用させ 110)の位置にある 13Cのスベクト
ルを測定した結果である.ピークが負であることから 13C核は状態 1)にあり，ピークの位置が
77.5 ppmにあることから H核は 10)状態にあることが分かる.挿入図はH核が 1)状態にあれ
ば現れるスベクトル付近 (79.2ppm)を測定したものである. (a)では 1量子ピットの π/2回転に
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図 25:UlQを実行後に測定した 10)状態を示すスペクトル.破線は通常のパルス列 [14]，実線は
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